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Avenida Sete de Setembro – 3165 – 80.230-901 – Curitiba – PR – Brasil

Abstract. Finding situations where polynomial time algorithms are able to find
good solutions for NP-Hard problems is of great practical interest, in fact, ve-
rifying this enhancement on complex networks unfolds several possibilities of
research, applications, and improvements on a diverse number of fields. Thus,
this paper seeks to examine the advantage of exploring the power law distri-
bution of complex networks using greedy algorithms for finding approximate
solutions for the Maximum Clique problem.

Resumo. Encontrar situações onde algoritmos de tempo polinomial possam re-
solver de forma satisfatória problemas NP-difı́cil é de grande interesse prático,
aliás, verificar este aprimoramento na área de redes complexas enseja várias
possibilidades de pesquisas, aplicações e melhorias nos mais diversos domı́nios.
Assim, este trabalho visa conferir os benefı́cios de explorar a distribuição de lei
das potências em redes complexas, através de algoritmos gulosos, na resolução
aproximada do problema de Clique Máximo.

1. Introdução

As redes complexas estão frequentemente presentes no meio em que vivemos. Estas
redes são representadas por grafos, que são objetos matemáticos que modelam a natureza
e fenômenos em que existem conexões entre uma determinada quantidade de elementos.
Embora grafos sejam estudados há mais de 200 anos, a teoria de redes complexas só se
estabeleceu a partir da década de 90, em particular devido ao acesso a grandes volumes de
dados que a internet passou a possibilitar. A teoria das redes complexas pode ser definida
como o estudo empı́rico de grafos de grande escala presentes em diversos domı́nios.

Vários algoritmos que buscam a solução ótima para problemas modelados em
grafos podem não apresentar os resultados em tempo polinomial, e, logo, surge cenário
propı́cio à busca de algoritmos que encontrem soluções ”aproximadamente boas”, mas
que sejam capazes de executar em tempo polinomial [21]. Ainda neste contexto, é impor-
tante observar que, embora alguns algoritmos para problemas em grafos arbitrários sejam
inviáveis por sua complexidade de tempo, os mesmos podem funcionar em casos parti-
culares de grafos. No caso especı́fico de muitas redes complexas, os grafos em questão
possuem uma distribuição de vértices bastante particular que favorece a eficiência de al-
goritmos.

Este trabalho busca comparar os resultados encontrados através de algoritmos de
aproximação gulosos com os resultados providos pelo algoritmo ótimo do problema de
Clique Máximo em uma série de grafos retiradas de bases de grafos conhecidas [1][2][4].
Mais especificamente, foram implementados e analisados os resultados dos algoritmos



ótimo e gulosos em redes complexas, de forma a observar se a propriedade lei das
potências (power law) pode proporcionar melhoria na aproximação.

Depois de efetuar experimentos com os algoritmos desenvolvidos para o pro-
blema, verificou-se que, embora este problema não possua garantia de aproximação em
tempo polinomial [8], os resultados obtidos aproximavam-se com uma média de cerca
de 0.98 vezes o valor da solução ótima, sendo o menor fator de aproximação encontrado
cerca de 0.85. Esses resultados são apresentado detalhadamente na seção 4.

2. Fundamentação Teórica

Um grafo é uma estrutura matemática composta por um conjunto V de vértices e um
conjunto E de arestas. As arestas, por sua vez, estão associadas a dois vértices, formando
uma relação entre eles. Por terem diversas aplicações na modelagem de problemas reais,
os grafos são amplamente aplicados e estudados na ciência da computação [17] [21].

Um grafo completo é um grafo que contém todas as arestas possı́veis. Uma clique
em um grafo G, por sua vez, é um subgrafo completo do grafo G. Ademais, a busca
pela maior clique em um grafo é conhecido como o problema de clique máximo e possui
aplicações em redes sociais e na área de bioinformática, por exemplo [7][20][5][12]. No
grafo representado na figura 1, onde é exposto as conexões e o grau de cada vértice, é
possı́vel observar várias cliques, dentre eles a clique ABC de tamanho 3 e a máxima,
representada por DEFGH, com tamanho 5.

Figura 1. Um grafo que possui cliques de diferentes tamanhos.

2.1. Redes Complexas

Ao analisar casos práticos de grafos no mundo real, tal como a World Wide Web, sis-
tema nervoso, padrões de citações de trabalhos cientı́ficos, entre outros, normalmente
denominados como redes complexas, é possı́vel observar que embora de áreas distin-
tas, propriedades são compartilhadas por uma ampla quantidade destas grandes redes
[13][14][18][19], das quais as mais estudadas são a power law, o efeito mundo pequeno
e o coeficiente de alta aglomeração de vértices [17].



Neste trabalho, a propriedade de redes complexas a ser explorada será a power
law, a qual pode ser definida como um expoente α, onde 2 ≤ α ≤ 3, que se manifesta
na distribuição de grau dos vértices [17]. Para [6], grafos power law são peculiares por
possuı́rem uma caracterı́stica probabilı́stica na qual os novos vértices têm maiores chances
de se anexarem a um vértice de alto grau, o que resulta em uma distribuição especı́fica
independente do tamanho do grafo. Assim, esta propriedade pode ser empregada em
algoritmos de otimização para aumentar sua aproximação do resultado ótimo.

2.2. Algoritmos de otimização

Um problema de otimização busca a melhor solução entre todo o conjunto de soluções
factı́veis. Assim, um problema de otimização pode maximizar ou minimizar uma dada
função matemática. Da mesma forma, um algoritmo de otimização buscará o maior ou o
menor valor possı́vel de acordo com a natureza do problema a resolver. Assim, para fins
de comparação, na elaboração deste estudo foi utilizado um algoritmo de solução ótima,
além do algoritmo de aproximação guloso.

Algoritmos ótimos são algoritmos que buscam a solução ótima global, ou seja,
a melhor solução possı́vel para um determinado problema computacional. Esses tipos
de algoritmos, no entanto, podem possuir grande complexidade computacional, como
acontece com muitos dos problemas modelados em grafos. Dessa forma, pode não ser
possı́vel verificar uma solução ótima para um problema em tempo polinomial.

Segundo [9], em vários problemas de otimização, algoritmos que tentam encontrar
as melhores escolhas dinamicamente exigem esforço em demasia, em contraste à algorit-
mos mais simples e eficientes que também seriam capazes de resolver tais problemas.
Esta segunda classe é chamada de algoritmos gulosos e é caracterizada por realizar sem-
pre a melhor escolha do momento, ou seja, escolhe a opção ótima local esperando que
esta lhe guie à solução ótima global.

2.3. Complexidade

Diferentes algoritmos possuem diferentes complexidades de tempo e para se determi-
nar qual o mais eficiente é necessário a análise de cada caso. No entanto há uma clara
distinção entre dois tipos de algoritmos: polinomiais e não-polinomiais. Os polinomiais
pode ser compreendido como a classe de algoritmos cujo o limite superior de sua notação
assintótica é limitada por O(p(n)), onde p é uma expressão polinomial [16].

Os algoritmos não-polinomiais são, em contraste, algoritmos que não possuem
tal limitação. Os problemas para os quais não se conhecem algoritmos polinomiais que
os solucionem podem ainda ser divididos em sub-categorias, dentre elas problemas NP-
completos (problemas de decisão) e problemas NP-difı́ceis, que são problemas pelo me-
nos tão difı́ceis quanto problemas NP-completos, mas que não são problemas de decisão
[16].

Muitos dos problemas de otimização em grafos são NP-difı́ceis, no entanto, em
alguns casos quando restritos à apenas grafos do mundo real [11][13][14][18], é possı́vel
encontrar ”aproximações boas”utilizando algoritmos polinomiais. Por exemplo, explo-
rando a propriedade power law no problema de Minı́ma Cobertura de Vértices, foi desen-
volvido um algoritmo guloso que apresenta uma aproximação de, em média, 1.02 o ta-
manho do subgrafo de solução ótima [10]. Similarmente, no problema de clique máximo,



também NP-difı́cil [16], surge a oportunidade de limitar os grafos power law como os
únicos a serem analisados pelos algoritmos gulosos e observar se há benefı́cios advindos
desta delimitação.

3. Metodologia

Dado o caráter experimental do projeto, será necessário utilizar estruturas de grafos já
disponı́veis em bases de dados relevantes [1][2][4] a fim de verificar o comportamento
das adaptações dos algoritmos gulosos Best In e Worst Out[15], atualizando o grau dos
vértices a cada operação, ou seja, utilizando a heurı́stica New[22], e do algoritmo Cli-
quer de solução ótima, fornecido pela biblioteca SAGE [3]. A partir de tais recursos, os
algoritmos serão executados, de forma a computar seus respectivos resultados para que,
posteriormente, através do tabulamento desses dados, seja realizada a análise compara-
tiva.

3.1. Algoritmo Worst Out

A estratégia principal deste algoritmo é conceder preferência aos vértice de grau baixo
quando for necessário fazer uma remoção para obter uma clique, de forma que ao final
de sua execução o próprio grafo seja completo e, consequentemente, o clique máximo
seja o número de vértices restantes. Em redes complexas, este algoritmo tem o potencial
para aproveitar-se da tı́pica distribuição power law e massivo número de vértices pouco
conectados.

Algorithm 1 Adaptação Worst Out
1: clique← número de vértices
2: while clique > 1 and grafo não for uma clique do
3: menor vertice← vértice de menor grau
4: remove menor vertice do grafo
5: clique← número de vértices
6: end while
7: return clique

Seguindo a heurı́stica New, ao decorrer da execução, com as remoções, o grau de
cada item é atualizado. Desta forma, o vértice a ser retirado é sempre aquele de menor
interesse à clique, dado que o grau representa sua conectividade no grafo do momento.
Devido à essas escolhas exclusivamente locais, não existe expectativas de resultados exa-
tos, mas, em contrapartida, este algoritmo apresenta tempo de execução O(n2).

3.2. Algoritmo Best in

Este algoritmo apresenta lógica semelhante à anterior, porém possui uma abordagem in-
versamente simétrica, na qual os cliques são encontrados através da seleção dos vértices
mais conectados, e o maior dos cliques é retornado. Para isso, há uma iteração responsável
por executar tal procedimento para cada vértice, enquanto o grau do vértice verificado for
maior que o clique máximo já encontrado.



Algorithm 2 Adaptação Best in
Require: vetor de vértices grafo ordenado por grau de forma decrescente

1: maximum← 0
2: for i = 0 to grafo[i] > maximum do
3: clique← 0
4: tamanho potencial← grafo[i].grau
5: clique potencial[0]← grafo[i]
6: clique potencial[]← lista de adjacência de grafo[i]
7: for j = 1 to j > tamanho potencial do
8: atualizar o grau dos vértices em clique potencial[]
9: maior vertice← vértice de maior grau

10: remover vértices não adjacentes ao maior vertice de clique potencial
11: tamanho potencial← número de vértices em clique potencial[]
12: clique← clique+ 1
13: end for
14: if clique > maximum then
15: maximum← clique
16: end if
17: end for
18: return maximum

Como o interesse está no maior clique em que cada vértice está inserido, a cada
iteração são considerados apenas os vizinhos do vértice sendo verificado, ou seja, o res-
tante do grafo é descartado temporariamente, de forma a ser necessário atualizar o grau
dos vértices restantes e, a cada iteração de seleção do vizinho mais conectado, novas
remoções ocorrem e, portanto, nova atualização de grau. Similarmente ao algoritmo an-
terior, o resultado ótimo não é garantido e sua complexidade é polinomial O(n3).

4. Resultados

Nesta seção serão apresentados os resultados obtidos para o problema de clique máximo,
utilizando os algoritmos acima citados em 25 redes complexas oriundas de áreas diversas.
Quanto à forma que os dados foram estruturados na tabulação dos resultados: os grafos
foram ordenados em forma crescente pelo número de vértices, receberam um ı́ndice ex-
clusivo, correspondente em ambas tabelas, e foram elencados os cliques encontrados em
cada algoritmo. Através da Tabela 1 foi possı́vel constatar que não há superioridade ab-
soluta de um algoritmo guloso sobre o outro, assim como uma aparente irrelevância da
quantidade de vértices e arestas em tal disputa.



Tabela 1. Cliques encontrados por algoritmos gulosos

Grafo Nome da rede Vértices Arestas
Guloso

Worst Out Best in

1 Airlines 235 1 298 11 10
2 USAir 332 2 126 22 19
3 Codeminer 724 1 015 3 4
4 CpanAuthors 839 2 112 7 6
5 EuroSis 1 285 6 462 11 13
6 Oclinks 1 899 13 838 6 6
7 YeastS 2 284 6 646 9 8
8 CA-GrQc 5 241 14 484 44 43
9 p2p-Gnutella08 6 301 20 777 4 5
10 Wiki-Vote1 7 115 8 346 2 3
11 p2p-Gnutella09 8 114 26 013 4 5
12 p2p-Gnutella06 8 717 31 525 3 4
13 p2p-Gnutella05 8 846 31 839 4 4
14 CA-HepTh 9 875 25 973 32 32
15 p2p-Gnutella04 10 876 39 994 2 4
16 CA-AstroPh 18 771 198 050 57 57
17 p2p-Gnutella25 22 687 54 705 2 4
18 CA-CondMat 23 133 93 439 26 22
19 p2p-Gnutella24 26 518 65 369 2 4
20 Cit-HepTh 27 769 352 285 20 22
21 p2p-Gnutella30 36 682 88 328 2 4
22 Email-Enron 36 692 183 831 17 20
23 Brightkite edges 58 228 214 078 37 31
24 p2p-Gnutella31 62 586 147 892 2 4
25 soc-Epinions1 75 879 405 740 21 20

Sendo assim, não foi possı́vel eleger um dos algoritmos para ser comparado di-
retamente com o resultado ótimo na Tabela 2, porém, dado a complexidade polinomial
da heurı́stica gulosa, é admissı́vel a utilização de ambos algoritmos concomitantemente,
descartando-se o pior resultado. Em termos gerais, dos 25 casos de estudo, 21 alcançaram
o resultado ótimo e, em média, os testes obtiveram um fator de aproximação de 0.98, ou
seja, apenas 2% menor que o maior clique ótimo. Faz-se relevante ainda apontar que nos
pior caso absoluto houve apenas dois vértices de diferença no clique e, em porcentagem,
0.85 vezes o tamanho do clique máximo.

Pode-se observar, dessa forma, que as caracterı́sticas que fariam com que o fator
de aproximação obtido pelo algoritmo guloso fosse menor não estão comumente presen-
tes em grafos power law. Consequentemente, a aproximação encontrada pela heurı́stica
gulosa, para esse problema, foi relativamente alta.



Tabela 2. Comparação da aproximação com o resultado ótimo

Grafo OPT MAX-Greedy Aproximação

1 11 11 1.00
2 22 22 1.00
3 4 4 1.00
4 8 7 0.87
5 13 13 1.00
6 7 6 0.85
7 9 9 1.00
8 44 44 1.00
9 5 5 1.00

10 3 3 1.00
11 5 5 1.00
12 4 4 1.00
13 4 4 1.00
14 32 32 1.00
15 4 4 1.00
16 57 57 1.00
17 4 4 1.00
18 26 26 1.00
19 4 4 1.00
20 23 22 0.95
21 4 4 1.00
22 20 20 1.00
23 37 37 1.00
24 4 4 1.00
25 23 21 0.91

Média 0.98

5. Conclusões

Ao estudar redes complexas é necessária a manipulação de grafos com grande número
de elementos e conexões, tornando a resolução de problemas modelados nestes muito
custosa ou até mesmo inviável computacionalmente. Com isso, a busca por resultados
aproximados se torna atrativa pelas caracterı́sticas compartilhadas por grafos reais.

Assim, ao efetuar o tabelamento dos resultados obtidos na seção 4, foi possı́vel
observar que os algoritmos gulosos utilizados para a busca do clique máximo nos gra-
fos apresentados, chegaram a valores muito próximos aos encontrados com o algoritmo
ótimo. Outro ponto importante à observar é que, mesmo ao levar em conta o caráter expo-
nencial do algoritmo ótimo, o mesmo foi utilizado de forma satisfatória na totalidade dos
grafos empregados no desenvolvimento deste artigo, chegando, em todos eles, aos seus
respectivos valores de clique máximo. Tais fatos demonstram o comportamento diferen-
ciado desses algoritmos em grafos power law. Em outros tipos de grafos, os resultados
obtidos com os mesmos algoritmos poderiam ser insatisfatórios.



Como demonstrado experimentalmente neste artigo, e também em [10], é, por-
tanto, possı́vel explorar as caracterı́sticas presentes nas redes complexas a fim de im-
plementar algoritmos de otimização para a resolução de diversos problemas. Surge,
dessa forma, a oportunidade para a utilização das redes complexas e suas propriedades,
explorando-as em outros problemas, diferentes cenários e abordagens de estudo.
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